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Abstract. We study singularities of foliations given by R. Moussu closely related 
to a conjecture of R. Thorn. We give their analytic classification and prove their 
topo]ogical rigidity. 

0. In troduct ion  et d6f ini t ions  

Soit 02  l 'anneau (resp. f~l le O2-module)  des germes de fonctions (resp. 

de 1-formes) holomorphes  de C 2, O. On note  E l 'ensemble des germes de 

feuilletages analytiques singuliers de codimension 1 dans C 2, 0: si o3 E 

s 1, bt'~ d6signe l'616ment de E associ6 g w; pour  tou t  # E 02 inversible, 

on a bv~oj = $-o~. On appelle s~paratrice de 5-o~ tou t  germe de courbe C 

qui est l 'adh6rence d 'une  feuille L: C = L = L U {0}. D'apr~s [C,S] tout  

616ment de E posshde au moins une s6paratrice. 

On dit que deux germes de feuilletages ~o,0, $-~1 E E sont analy- 

t iquement  (resp. topologiquement)  conjugu6s et l 'on note  ~-w0 ~n. ~ i  

(resp. brw0 t~. ~ool ) s'il existe un  germe de diff6omorphisme analyt ique 

(resp. d 'hom6omorphisme)  de C 2, 0 6changeant  les feuilles de 5"o~ 0 avec 

celles de b~l .  Quand  la classe topologique de 5"~ coincide avec sa classe 

analytique,  5~  est dit  topologiquement  rigide. 

Soit Diff(C, 0) le groupe des germes de diffdomorphismes analytiques 

de C, 0. On dit que deux sous-groupes Ho et H1 de Diff(C, 0) sont an- 

a]yt iquement  (resp. topologiquement)  conjugu6s et l 'on note  H0 ~ H1 

(resp. H0 t~. H1) s'il existe un  germe g de diff6omorphisme analy- 

t ique (resp. d 'hom6omorphisme)  de C, 0 tel q u e / t 0  = g'H1 off g*H = 
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{g-lhg; h E H}.  Quand  la classe topologique d 'un  sous-groupe H de 

Diff(C, 0) coincide avec sa classe analytique,  H est dit  topologiquement  

rigide. 

L '~tude des feuilletages ayant pour  s~paratrices un  croisement ordi- 

naire a fait l 'objet  de nombreuses  publications.  Nous proposons ici une 

contr ibut ion ~ la classification analyt ique et topologique des feuilletages 

dont  la feuille la plus simple est un  cusp: on d~finit l 'ensemble E-cusp 

des feuilletages 9~  E E dont  l 'unique s~paratrice est ana ly t iquement  

conjugu~e au cusp C: {y2 + x 3 = 0}, et ayant  m~me d~singularisation 

que celui-ci. 

Leur s t ructure  transverse est donn~e par  un sous-groupe H~ de 

Diff(C, 0) d~fini s conjugaison analyt ique pros appel~ groupe d 'holonomie 

projective ou ~vanescente ([M]). En  fait, la classe analyt ique de Hw 

d~termine la classe analyt ique de 5~w dans E-cusp ([C,M]). Par  exemple, 

si ce groupe est ab~lien, U~ est ana ly t iquement  conjugu~ ~ la fibration 

de Milnor 

y2 + x 3 = constante  

(voir [M], [C,M] ou encore [M,M]). 

Lorsque H~ est r~soluble non ab~lien (on note  U~ E Er-cusp), on 

mont re  que celui-ci est ana ly t iquement  conjugu~ k un et un  seul des 

H~p = (ix, - x / ( 1  + xp)I/P), j = e 2i~/3 pour  un  p E N mult iple ni de 

2 ni de 3 (I-4). Sous cette hypoth~se, U~ est ana ly t iquement  conjugu~ 

au feuilletage d~fini par: Wp = d(y 2 + x 3) + (y2 + x3)n(3ydx _ 2xdy) si 

p = 6 n - 1  e t w p = d ( y  2 + x  3 ) + x ( y  2 + x 3 ) n ( 3 y d x - 2 x d y )  s i p = 6 n + l  

(III-2). 
Par  ailleurs, E-cusp est stable par conjugaison topologique (11-2): 

si 5~o~1 t~ '  f'w0 E E-cusp alors ~-wl E ~,-cusp. Nous mont rons  que ce 

r~sultat reste vrai pour  Er-cusp (111-4); En fait on a mieux: il suffit 

qu 'un  germe d 'hom~omorphisme  de C 2, 0 envoie une feuille de 5~wl sur 

une feuille de 9vw 0 E Er-cusp autre  que la s~paratrice pour  que Uwl 

appar t ienne  lui aussi k Er-cnsp (II-5). En ce sens, les ~l~ments de Er- 

cusp sont caract~ris~s par  le type topologique de leur feille g~n~rique. 

La fibration de Milnor est topologiquement  rigide et on se demande  
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si les @l@ments de Er-CUSp le sont aussi; ceci revient k v@rifier que le 

deg% de ramification p de H~p est un  invariant topologique pour  les 

feuilletages de Er-eusp. Les groupes Hp sont topologiquement  rigides 

mais on n 'a  pas dans le cas topologique de dualitd entre conjugaison des 

feuilletages et conjugaison des groupes d 'holonomie projective. Cepen- 

dant  on obt ient  la rigidit@ topologique pour  les familles '~ un  param~tre: 

soit s > 5r~8 une famille d'61ements de E ~ type  topologique con- 

s tant  d6pendant  ana ly t iquement  de s E [0, 1]; si 5c~ 0 E Er-CUSp, alors 

5c~1 ~ 5%o (IV-2). 

I. Sous-groupes r6solubles d e  Diff(C, O) 

Soit Diff(C, 0) le groupe des germes de diff@omorphismes formels de C, 0: 

Di--ff(C, 0) = {h E C[[x]]; h(0) = 0 et h'(0) r 0}. 

On dit que deux sous-groupes H0 et H1 de Diff(C, 0) sont formellement  

conjugu6s et l 'on note  H0 f~ '  H1 s'il existe g E D-'~(C, 0) tel que Ho = 

9"H1. Quand  la classe formelle d 'un  sous-groupe H de Diff(C, 0) coincide 

avec sa classe analytique,  H est dit formellement  rigide. 

Rappelons  qu 'uu  groupe H est %soluble si la suite d@riv6e Ho D 

H1 D . . .  D Hn D . . .  d~finie par  Ho = H e t  pour  n > O, Hn+ 1 = 

[Hn, Hn] est finie, c'est-~-dire Hn est trivial pour  un  n > 0. En  partic- 

ulier, lorsque/-/2 est trivial, on dit que H est m~tab@lien. 

Exemple I-0. Le sous-groupe 7-{1 = {ax/(1 + bx); a E C*, b C C} de 

Diff(C, 0) est m~tab61ien. Plus  g6n@ralement, toute  ramification 7-/p = 

{ a x / ( l + b x p ) l / P ;  a E C*, b E C} de H1 par  x ~ x p est encore 

m6tab@lienne (p E N*). 

Proposition I-1. Soit H un sous-groupe rgsoluble non abdlien de 

Diff(C, 0). Alors H est mdtabglien et formeUement conjugud it un sous- 

9roupe de Tlp pour un entier p E N* unique. 

Ce r@sultat est 6nonc@ s la fin de [C,M]. Nous proposons ici une 

d@monstration; le lecteurs pour ra  t rouver  d 'aut res  preuves dans [N], 

[E,I,S,V] ou [L]; enfin, un  analogue r@el a r@cemment ~t6 mon t% dans 
[c]. 
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Rappelons que  tout  @lSment tangent k l 'identit~ de Diff(C, 0) s%crit 

dans une bonne coordonn@e formelle exp(~Xp,~) oh t E C et Xp,~ est 

le champs [2+1/ (1  + )~xP)] ~ avec A E C et p E N*. Par  exemple, les 

5l@ments de 7-tp s'Scrivent a-  exp(tXp,0) , a E C*, t E C. 

Pour  d@montrer la proposition, on a besoin du: 

Lemme [C,M].  Soient  g u n  dldment de Diff(C, 0) et # E C*. Alors 

g* exp(t �9 Xp,~) = exp(t �9 p .  Xp,~) si et seulement  si on est dans l 'une ou 

l'autre des si tuations suivantes: 

(i) # = 1 et g = a . exp(sXpA ) oct s E C et a racine pi~rne de 1, 

(ii) p ~ 1, /k = 0 et g = a . exp(sXp,O) oct s E C e t a  racine pi@rne de p. 

P r e u v e d e l a p r o p o s i t i o n I - 1 .  On note Hd C . . .  C H1 C H 0 = H la 

suite d5riv~e, Hd ab6lien non trivial et d > 1. Soit h ~ Idc,0 un @l~ment 

de Hd; il est tangent ~ l 'identit6 et s'@crit h = exp( thXpA ) pour  un bon 

choix de coordonn@e formelle, th ~ O. 

Si g E H commute  avec h, d'aprhs le lemme, 

g = e 2ilrk/p. exp(tgXp,~). 

En particulier, Hd = exp(AXp,;~) oh A est un sous-groupe addit if  de C. 

Remarquons que si t o u s l e s  ~l~ments de Hd-1 commutaient  ~ h, 

d'apr~s le lemme, Hd-1 serait ab@lien, ce que l 'on a exclu. Soit g E 

H d _ l \ H d  tel que g - l h g  = hoh pour  un h0 E Hd non trivial; on a: 

g* exp(thXp,~) = exp((th + to)Xp,~) oh tO = $ho E A. 

D'apr~s le lemme, ), = 0 et g = a �9 exp(tXp,o) avec a p = 1 + tO/th. En 

particulier, a ~ 1 et d = 1. Visiblement, H est un sous-groupe de 7-tp 

dans cette coordonn@e formelle. [] 

Nous allons voir que, dans la plupart  des cas, la conjugaison de la 

proposition I-1 est en fair analytique: 

Th@or~me I-2 ([C,M]).  Un sous-groupe H non abdlien de Diff(C, 0) est 

rigide si et seulement  si le sous-groupe des dldments de H ~tangents h 

l ' identitd n'est pas monog@ne (i.e. cyclique). 

Exemple I-3. On note 7-t-cusp l 'ensemble des sous-groupes H de 

Diff(C, 0) engendr@s par deux ~l@ments hi et h2 de Diff(C, 0) d 'ordre 
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3 et 2 respectivement: 

H = (hi ,  h2), hl,  h2 e Diff(C, 0), h 3 = h 2 = Idc,0 avec hl,  h2 r Idc,0 �9 

Lemme.  Un dldrnent H = <hi, h2} de ~-cusp est rdsoluble si et seule- 

merit si (hi o h2) 6 = Idc, 0. 

Ce lemme a ~t6 montr6 ind6pendemment  dans [E,I,S,V]. 

Preuve. Le groupe H est r6soluble si et seulement s'il est m~tab61ien. On 

v6rifie que le premier groupe d6riv6 H1 est engendr~ par les 

[h~, h~n], n, rn E Z; par suite, H 1 est engendr~ par [hl, h2] et [hi 2, h2]. 

Donc H est m6tab~lien si et seulement si [[hl,h2], [hi 2, h2]] est trivial, 

c'est-~-dire (hl o h2) 6 = Idc, 0. [] 

Soit H un 616ment de 7-t-cusp r6soluble; deux cas se pr~sentent: 

1) H est ab~lien; H est alors fini et donc lin~arisable i.e. analytique- 

ment  conjugu6 au groupe engendr~ par la rotat ion &angle 27v/6: H a~. 

{e - z ) ;  

2) H n'est pas ab~Iien; dans ce eas, H est formellement conjugu~ s un 

sous-groupe de 7-@ 

H ~ ( jz / (1  + blzP) 1/p, - x / ( 1  + b2xP) 1/p} pour un p E N, bl, b2 E C; 

dans cette coordonn~e, on v~rifie que 

h a = h 2 = Idc,0 p n'est multiple ni de 2 ni de 3 

[hl, h2] r Idc,o k bl/(1 - ( -1)  p) r b2/(1 - jP); 

dans ces conditions, quit te s conjuguer ee groupe par un ~l~ment 

adSquat de 7~p, on obtient: 

H f,~ Hwp = ( j x , - z / ( 1  + xP)I/p),j  = e 2iTr/3. 

Un caleul simple montre  que le premier groupe d6riv6 [H~p,Hwp] 
n'est pas monog6ne: 

H an. tiwp p o u r  un p non multiple de 2 ou de 3. 

On note 7-t~-cusp le sous-ensemble des groupes r~solubles non abe- 

liens de 7-/-cusp. Le degr6 de ramification p d~termine la classe analy- 

tique de H E 7-Lr-cusp, ainsi que sa classe topologique d'apr6s le: 
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Lemme. Les dldments de TG-cusp sont topologiquement rigides. 

Preuve. Soit H u n  sous-groupe de Diff(C, 0) topologiquement conjugu6 

Hwp ~ par qz: p*H = Hwp o. Ainsi, H = (hl, h2) avec j x  = ~*hl et 
-x / (1  + xPO) 1/po = ~*h2. On a h 3 = h22 = (hlh2) 6 = Idc,o et par suite 

H E 7-~r-CUsp: H est analytiquement conjugu6 ~ un des groupes H~p. 
Comme [hi, h2] est topologiquement conjugu6 ?~ [ jx , -x / (1  + xPo)l/po], 

d'aprhs Cam~cho [C], p = Po- [] 
Notons TG-cusp / %n. (resp. T/r-cusp / t~') le quotient de 7-/r-cusp 

par la relation d'6quivalence induite par les conjugaisons analytiques 

(resp. topologiques). On pent r6sumer tout ce qui pr6c6de par: 

Proposition I-4. 7-G-cusp / ~'= 7-G-cusp / t~.. Une famille de reprdsen- 
tents est donnde par: Hwp = (jx, - x / (1  + xP) 1/p) o~t p E N\(2N [2 3N). 

II.  Courbes g6n6ralis4es non dicritiques attach6es Aun cusp 
Rappelons que 9~w E E se d6singularise par un morphisme I-i: M,D 

C,20 obtenu par composition d'un nombre fini d'6clatements ponctuels 

([M,M]), off D d6signe le diviseur exceptionnel: D = 1]-1(0). On note 

~ l'6clat6 strict de ~ .  

D4fmition II-l. Un 616ment U~ de E est appel6 courbe g6n6ralis6e non 

dicritique si apr6s d6singularisation de 9vw 

(i) cheque composante du diviseur exceptionnel est une feuille de Y~; 

(ii) toute singularit6 de ~'~ a deux valeurs propres non nulles. 

Cette notion a 6t6 introduite dens [C,L,S] et vient g6n6raliser les 

fibrations de Milnor; on trouve notamment dens le m~me article les 

propri6t6s suivantes. Le proc6d6 de d6singularisation de 5~ est le m6me 

que celui de ses s6paratrices (qui sont en hombre fini). L'ordre de wes t  

le m~me que celui de la fibration de Milnor associ6e aux s6paratrices de 

Uw: si f l , . . .  , fn sont les 6quations r6duites des s6paratrices alors 
n 

Ord(w) = Ord(d(f l . . .  fn)) = ( ~  Ord(fj)) - 1. 
j = l  

Si un 616ment ~-~1 de E est topologiquement conjugu6 k une courbe 

g6n6ralis6e non dicritique 5~0, 5~ 1 est aussi une courbe g6n6ralis6e non 

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 25, N. 1, 1994 



CLASSIFICATION DE CERTAINS FEUILLETAGES ASSOCII~S A UN CUSP 99 

dicritique et l 'hom6omorphisme de conjugaison ~change les s~paratrices 

de $-~0 avec celles de Jc~ 1 . 

Nous allons donner une br~ve description des courbes g~n~ralis~es 

(non dicritiques) ayant le cusp comme unique s~paratrice. Pour cela, on 

introduit  l 'ensemble E-cusp des ~16ments de E analyt iquement  conjugu~s 

aux feuilletages j c  d~finis par cz = d(y 2 + x 3) + g(x, y) (3ydx  - 2mdy) o71 

g E 02,  g(0, 0) = 0. Par  exemple, lorsque 9 - 0, on retrouve la fibration 

de Milnor du cusp. 

Le feuilletage j c  E E-cusp se d~singularise apr~s trois ~clatements 

ponctuels y = t l x ,  x = t l t2  et t l  = t2t3: 

p1 ~ ~ P2 

Figure 1 

Le diviseur exceptionnel est l 'union de trois projectifs P1, P2 et P3. 

Dans la carte (t2, t3), l'~clat~ strict ~-~ est dSfini par la forme: 

1 3 
05 = (6 + 6t3)t3dt2 + [3 + 4t3 - ~29(t2, t2)]t2dt3 . 

Le feuilletage . ~  a trois singularit~s: m l  = P1 N P3, m2 = P2 C? P3 et 

m3 = CNP3 of 1 C: { t 3 + l  = 0} est le transform~ strict par I-I: M D  --* C20 

du cusp C: {y2 + x 3 = 0}. Le feuilletage ~ est dSfini au voisinage de 

ces points par des 1-formes dont le l- jet  s'~crit respectivement: 

3T3dtl + t ldT3,  2t3dt2 + t2dt3 et 6(t3 + 1)dt2 + t2d(t3 + 1). 

Ainsi $-~ est une courbe g~n~ralis~e non dicritique et, comme on l 'a dit 
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plus haut,  a re@me d@singularisation que son unique s~paratrice, le cusp 
C:{y2 + x 3 = 0}. 

Proposition II-2. L'ensemble E-cusp est stable par conjugaisons topolo- 

giques: si ~ 1  E E est topologiquement conjugud ~ un dldment ~ o  de 

E-cusp, alors ~ E E-cusp. De plus, E-cusp est exaetement I'ensemble 

des courbes 9dndralisdes non dicritiques ayant un cusp comme unique 

sdparatrice. 

Preuve. Comme 5~w0 est une courbe g@n@ralis@e non dicritique, il en est 

de m~me de 9~1 [C,L,S]. De plus, $-~1 poss~de une unique s~paratrice C1 

topologiquement conjugu@e au cusp Co. Comme celui-ci est topotogique- 

ment  r igide (ICe,S], p. 231), quit te s faire un changement  de coor- 

donn@es analytiques, C1 a pour @quation y2 + x 3 = 0. Un calcul simple 

montre  qu 'un feuilletage admet tan t  ]e cusp C: {y2 + x 3 = 0} comme 

s@paratrice peut @tre repr@sent~ par: 

Wl = f l ( x , y )  �9 d(y 2 + x  3) +gl(x ,y ) (3ydx  - 2xdy) f l , g l  E 02. 

Si gl @tait une unitd, bv~ serait lin@arisable et dicritique, par suite, 

91(0,0) = 0 et comme 9~1 est une courbe g@n@ralisde wl est d 'ordre 

1 = Ord(d(y 2 + x3)) et f l  est une unit@. [] 

III. Holonomie projective d'un 616ment de E-cusp 
Le projectif  P3 priv@ des trois singularit@s rnl,  m2 et m3 est une feuil le  

de ~-~. On appellera holonomie projective son groupe d'holonomie H~ 

calcul@ sur une transversale, par exemple {t3 = constante}. C'est un 

sous-groupe de Diff(C, 0) qui n'est bien d6fini qu'k conjugaison analy- 

tique pr~s. Si hl (resp. h2) d@signe l 'holonomie du germe de P3 en ml  

(resp. en m2), on a H~ = (hl, h2}. 

L e m m e  III-1. Hw E 7-t-cusp. 

Preuve. Comme P l \ { m l  } est une feuille simplement connexe de ~ ,  son 

hol0nomie est triviale. D'apr~s Matt~i et Moussu [M,M], le feuilletage 

est lin6arisable au voisinage de ml :  il est d~fini par 3T~d# 1 + t~dT~ 

dans un bon syst~me de coordonn@es locales et h 3 = Idc,0. De la mSme 

mani~re, on montre  que h2 2 = Idc, O. [] 
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L'holonomie projective nous fournit une application E-cusp / an. r,,a ) 

7-t-cusp / as D'apr~s Cerveau et Moussu [C,M] cette fl~che est injective. 

Elle' est surjective d'apr~s Lins Neto [LN]. On a une bijection canonique 
E-cusp / an. ~ ~ .  7-t-cusp / an 

Par exemple, dire que H~ est ab61ien, H~ ~ '  (e 2i~/6 �9 x}, c'est 

encore dire que 5r~ est la fibration de Milnor du cusp (d6finie par 

d(y 2 + x 3) dans une bonne coordonnSe). On dit encore que 5cw admet  

y2 + x 3 comme int6grale premiere et un tel feuilletage est topologique- 

ment rigide. On note Er-CUSp le sous-ensemble de E-cusp dont les 

616ments sont ~ holonomie projective %soluble non ab61ienne: 

Er-cusp = {5c~ E E-cusp; H~ E 7-it-cusp}. 

On r6cup~re la bijection canonique: Er-cusp / ~ ~ ~/r-cusp / an. ) e '~ .  

Th6or~me III-2. Soit a~  E Er-cusp. Alors H~ an. Hwp = ( - x ,  j x / ( 1  + 

xp)I/P}, p E N\(2N O 3N), si et seulement si . ~  a2. . ~p ,  OCt 

Cdp = d(y 2 + x 3) + (y2 + x3)n(3ydx _ 2xdy) 

si p = 6n - 1 ,  et 

Wp = d(y 2 + x 3) + x(y  2 + x3)n(3ydx - 2xdy), 

s i p  = 6n + 1. 

Preuve.  Soient n E N* et p = 6n - 1. Dans la carte (t2, t3), ffrW6n_ 1 est 

d6fini par: 

~6n-1/~3n t4n)]t2dt3. (6 + 6t3)t3dt 2 + [3 + 4t3 - ~2 k~3 + 

Cette forme est le "pull-back" par la ramification t2 , > t62 ~-1 de 
l '6quation de Ricatti: 

~ 6  (1 + t3)t3dt2 + [3 + 4t 3 - t2(t 3n + t4n)]t2dt3. 
6n--  1 

Ainsi l'holonomie de [t2 = 0] avant ramification est un groupe d'homo- 

graphies et H~6n_1 est un sous-groupe de ~6n-l. Il reste ~ v6rifier que 

H~6n_1 n'est pas ab61ien, c'est-k-dire que J~6n-1 n'admet pas d'int6grale 

premiere holomorphe. En ramifiant W6n_ I par (x,y) i ~ (x2,y 3) on 

obtient 

d(y 6 + x 6) + 6(y 6 + x6)nxy~(ydx - x@) 
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qui admet  une int6grale premiere si et seulement si elle d6finit le m6me 

feuilletage que d(y 6 + x 6) + (y6 + x6)dW od W e s t  une unit4 de (92. Si 

on cherche ~ r6soudre formellement en W 

[d(y 6 + x 6) + 6(y 6 + xa)'~xy2(ydx - xdy)] A [d(y 6 + x 6) + (y6 + x6)dW] = 0 

c'est-g-dire 

( ow ow) 
y50Wox x50Woy 6(y6 + x6)nxy2 1 + X--~- x Oy J = O, 

on trouve une obstruction pour la composante homog6ne d 'ordre 6 n -  1 

de W (voir d6tail des calculs dans [L]). La preuve est la m6me pour 

p = 6 n + l .  [] 

Le lemme suivant vanous  permet t re  de caract~riser topologiquement 

les ~16ments de Er-cusp: 

Lemme III-3. Soit ~ E E-cusp. Alors Hw est rdsoluble si et seulement 

si l'holonomie du cusp C: {y2 + x 3 = 0} est triviale. 

Preuve. L'holonomie du germe de P3 en m3 est repr6sent~e par hi  o h2. 

Le groupe H~ est r~soluble si et seulement si hi o h2 est p~riodique (I-3, 

III-l). D'apr~s Matt~i et Moussu [M,M], le feuilletage est lin6arisable 

au voisinage de m3: il est d~fini par 6t~3dt~ 2 + tP2dt~ 3 clans un bon syst~me 

de coordonn~es locales (II) et C n'a pas d'holonomie. [] 

Th~or~me III-4. L 'ensemble Er-CUSp est stable par conjugaisons topolo- 

giques: si a~w I C E est  topologiquement conjugud ~ u n  dldment "~o C Er- 

cusp, alors "~1 E E~-cusp. 

Preuve.  Soit ~ un hom6omorphisme qui envoie ]es feuilles de ~-~0 sur 

celles de 5~1. D'apr~s (II-2), 9~1 E Er-cusp: on peut  supposer sans 

perte de g6n6ralit6 que 

Wl = d(y 2 + x 3) + 91 (x, y)(3ydx - 2xdy), gl (0, O) = O. 

En particu]ier, ~ laisse invariant le cusp C: {y2 + x 3 = 0} et va in- 

duire une conjugaison topologique entre l 'holonomie du cusp en rant  

que s6paratrice de 5~w0 et l 'holonomie du cusp en rant que s6paratrice 

de 5~1 . D'apr~s (III-3), Hwl est r6soluble; si H~ 1 dtait ab61ien, U~z 
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et ~'~0 seraient topologiquement et donc analytiquement conjugu6s k la 

fibration de Milnor, ce que l'on a exclu: Hw I E Er-CUSp. [] 

En fait, on a mieux: 

Proposition III-5. Soient ~ 1  C E et ~ o  E Er-CUSp. On suppose qu'une 

feuitle de . ~  est envoyde sur une feuilte de ~ o  autre que le cusp par un 

germe d'homdomorphisme ~ de C 2 Alors si wl est d'ordre 1, . ~Wl  E Er- 70" 

cusp. 

Preuve. Soit L0 une feuille de 9c~0 autre que la s~paratrice CO. On a 

LO = L00Co; en effet, toute (pseudo-)orbite du groupe d'holonomie pro- 

jective (III) adhere ~ O: il s'en suit que L0 adhere au cusp Co; le m~me 

argument nous dit que L0 U Co est ferm~ (pour plus de d6tails, voir 

[L]). Maintenant, soit L1 la feuille de 5v~1 envoy~e sur Lo. Alors LI \L1  

est une union de feuilles homdomorphes ~ CO = L o \ L 0 : L I \ L 1  est une 

sdparatrice analytiquement conjugude au cusp C: {y2 + x 3 = 0} (rigidit~ 

topologique du cusp). Remarquons que 5vw 1 n'est pas lin~arisable dicri- 

tique: L1 n'est pas fermde. En reprenant le raisonnement de la preuve 

prdc~dente (II-2) on montre que .)UWl E E-cusp. 

Comme l'holonomie du cusp CO est triviale, la feuille L0 rev~t triv- 

ialement Co (i.e. sans monodromie) et dehors d 'un voisinage de 0; il 

en est de m6me pour L1 et C1; par suite l 'holonomie du cusp C1 est 

triviale: Uwl E Er-cusp. [] 

Question 1. Les 6ldments de Er-cusp sont-ils topologiquement rigides? 

D'apr~s III-2 et III-4, c'est le cas si et seulement si le degr6 de ram- 

ification p de l 'holonomie projective est un invariant topologique pour 

les dldments de Er-cusp. La proposition I-4 nous amine  ~ la: 

Question 2. La conjugaison topologique entre deux ~l~ments de Er-cusp 

entraine-telle celle de leurs holonomies projectives ([Ce,S])? 

Ce genre de probi~me reste actuellement ouvert, et c'est pour cela 

que l'on est amend ~ utiliser des familles ~ type topologique constant. 

IV. Fami l i e s / l  type t o p o l o g i q u e  constant  

D6finition IV-1. Une famille (5"ws) d%lements de E, s E [0, 1], est dite g 
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type topologique constant s'il existe une famille (Ps) de germes 

d'hom6omorphisme de C 2 telle que: ,0 
(i) pour  tou t  s, ~s conjugue  -~ws a ~w0; 

(ii) (s, x, y ) ,  ) ~s(x,  y) est d6finie cont inue sur [0, 1] x C,20; 

(iii) ~0 = idc2 o. 

T h 6 o r ~ m e  IV-2. Soit (Y%s) une famille d'glgments de E it type topolo- 

gique constant dgfinie par une famille (~s) d'dlements de ~1 d@endant 

anaIytiquement de s C [0, 1]. Si .F~ o E Er-cusp, alors ( ~ )  est it type 

analytique constant: pour tout s, ~ 1  ~ ~ o "  

Preuve .  $oit p(s) le degr6 de raraif icat ion de Hws D'apr6s (i), Jews E Er- 

cusp; sa classe ana ly t ique  est d6termin6e par  p(s). Le l emme  suivant 

nous pe rme t  de conclure.  

L e m m e .  L 'application [0, 1] --~ 1~; s t ~ p(s) est constante. 

Preuve .  1 t~e 6tape.  L 'appl ica t ion  s ~ ~ p(s) est semi-cont inue sup6- 

r ieurement .  Les coefficients du  d6ve loppement  en s6rie de ~s, et donc  

des 616ments de H ~ ,  d6penden t  ana ly t iquemen t  de s: par  exemple,  

hs(x) = [hi,s, h2,s](X) = x + a l ( s ) x  2 + a2(s)x 3 + . . .  

of 1 s , ~ ad(s ) est cont inue  pour  tou t  j _> 1. Si so E [0,1], p(so) est 

d6fini par: 

a l (so)  . . . . .  %(so)_l(SO) = 0 et %(so)(So) ~ O. 

Ainsi, %(~o) res te  non  nul au voisinage de so; par  suite, p(s) <_ p(so) 

pour  s proche  de so. 

2 t ' ~  4tape.  L 'appl ica t ion  s ~ > p(s) est semi-cont inue inf6r ieurement .  

Supposons  le contra i re  (par exemple  au point  s = 0). Consid6rons hs = 

x+a l ( s ) . x2+a2(s ) . x3+  .... avec al(0) . . . . .  %(0)_1(0) = 0 et %(0)(0) 

0; il existe un  ent ier  q < p(0) tel  que 0 adhere  k p - l (q ) .  Choisissons le 

plus pe t i t  q v6rifiant ceci: il existe so E]0, 1] tel  que, pour  so E]0, so[, 

a l ( s )  . . . . .  ap_l(s) = 0 et aq(s) ~ O. On se place sur un  disque D(0 ,e)  

sur lequel hs est bien d6fini pour  tou t  s E [0, so[. La fonct ion ho - Id 

a un  z6ro d 'o rd re  p(0) + 1 ?~ l 'origine. Qui t t e  k d iminuer  so, hs - Id 

a d m e t  encore  p(0) + 1 racines dans  D(0, e) pour  s E [0, so[ ( th6or6me de 
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Rouch~). En particulier, h= - Id admet  au moins une racine ms autre 

que l'origine dans D(0, c),xs d6pendant  analyt iquement  de s E [0, so[, 

xo = 0. Comme hs(xs) = x~, il existe un cycle 7s passant par ce point 

et contenu dans une feuille de 5~  0. Remarquons  que le germe en x= de 

h = - I d  ne peut  6tre nul; par  suite le lacet % a une holonomie non triviale 

pour  9~s.  Oll consid~re maintenant  le cycle Ps(%) de 5roj0 . Qui t te  

le pousser par une homotopie dans la feuille qui le contient, Fs(Ts) se 

proje t te  sur le project if  suivant la fibration {t3 = constante}. Par  suite, 

~=(%) est le relev6 d 'un lacet de P 3 \ { m l ,  m2, m3} et correspond ~ u n  

point fixe % d 'un ~l~ment non trivial de Ho~ 0. Comme ~= tend vers 

t 'identit6 quand s --+ 0, le lacet Ps(%) tend vers 0 C C 2 quand s --+ 0. 

Par  suite, Ys tend vers 0 E D(0, m) quand s --+ 0. En particulier, Ys n'est 

pas constant  et d6pend continfiment de s. On obtient ainsi une infinit6 

non ddnombrable de tels points fixes. Ceci n'est pas possible, car H~0 

est d6nombrable et chacun de ses ~16ments autre  que l 'identit6 poss~de 

un hombre fini de points fixes dans D(0, ~). [~[~ 

Notations 

~, m, .Fo~ 0 

o, i i i  

~1, "]~p I 

7/-cusp, 7-{r-cusp I-3 

H~p I-3, Ili-2 

E-cusp iI-1 

Er-CUSp III-1 
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