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Classification de Certains Feuilletages
Associés a un Cusp

Frank Loray et Rafik Meziani

Abstract.  We study singularities of foliations given by R. Moussu closely related
to a conjecture of R. Thom. We give their analytic classification and prove their
topological rigidity.

0. Introduction et définitions
Soit Oy I’anneau (resp. Q% le Og-module) des germes de fonctions (resp.
de 1-formes) holomorphes de C2,0. On note X I’ensemble des germes de
feuilletages analytiques singuliers de codimension 1 dans C2,0: si w €
Q%,Fw désigne 1’élément de X associé & w; pour tout u € Oy inversible,
on a F,, = F,. On appelle séparatrice de F,, tout germe de courbe C
qui est 'adhérence d’une feuille L: C = L = L U {0}. D’apres [C,S] tout
élément de X possede au moins une séparatrice.

On dit que deux germes de feuilletages F.,,, F., € L sont analy-
tiquement (resp. topologiquement) conjugués et 'on note F,, B wy

e F.,) ¢'il existe un germe de difféomorphisme analytique

(resp. Fuy,
(resp. d’homéomorphisme) de C2,0 échangeant les feuilles de Fuy avec
celles de F,,,. Quand la classe topologique de F, coincide avec sa classe
analytique, F,, est dit topologiquement rigide.

Soit Diff(C, 0) le groupe des germes de difféomorphismes analytiques
de C,0. On dit que deux sous-groupes Hg et H; de Diff(C,0) sont an-
alytiquement (resp. topologiquement) conjugués et I'on note Hy ~ Hj
(resp. Hy o Hy) ¢’il existe un germe g de difféomorphisme analy-
tique (resp. d’homéomorphisme) de C,0 tel que Hy = g*Hy ou1 g*H =
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{g”lhg; h € H}. Quand la classe topologique d’un sous-groupe H de
Diff(C, 0) coincide avec sa classe analytique, H est dit topologiquement
rigide.

L’étude des feuilletages ayant pour séparatrices un croisement ordi-
naire a fait I'objet de nombreuses publications. Nous proposons ici une
contribution a la classification analytique et topologique des feuilletages
dont la feuille la plus simple est un cusp: on définit ’ensemble T-cusp
des feuilletages F, € ¥ dont 'unique séparatrice est analytiquement
conjuguée au cusp C:{y? + z3 = 0}, et ayant méme désingularisation
que celui-ci.

Leur structure transverse est donnée par un sous-groupe H, de
Diff(C, 0) défini & conjugaison analytique prés appelé groupe d’holonomie
projective ou évanescente ([M]). En fait, la classe analytique de H,
détermine la classe analytique de F,, dans ©-cusp ([C,M]). Par exemple,
si ce groupe est abélien, F,, est analytiquement conjugué & la fibration
de Milnor

y2 + z3 = constante

(voir [M], [C,M] ou encore [M,M]).

Lorsque H,, est résoluble non abélien (on note F, € Z,-cusp), on
montre que celui-ci est analytiquement conjugué & un et un seul des
H,, = (jz, —z/(1 + 2P)1/P), j = e27/3 pour un p € N multiple ni de
2 ni de 3 (I-4). Sous cette hypothese, F,, est analytiquement conjugué
au feuilletage défini par: w, = dy? + %) + (4% + 23)"(Bydz — 2zdy) si
p=6n—1etw,= d(y? + 3:3) +z(y? + a:3)n(3yd:v —2zdy) sip=6n+1
(I11-2).

Par ailleurs, Z-cusp est stable par conjugaison topologique (II-2):
si Fu, i Fuy € Z-cusp alors F,; € ¥-cusp. Nous montrons que ce
résultat reste vrai pour X,-cusp (III-4); En fait on a mieux: il suffit
qu'un germe d’homéomorphisme de C2,0 envoie une feuille de Fu, sur
une feuille de F,,, € Z,-cusp autre que la séparatrice pour que Fy,
appartienne lui aussi & ¥,-cusp (II-5). En ce sens, les éléments de Z,-
cusp sont caractérisés par le type topologique de leur feille générique.

La fibration de Milnor est topologiquement rigide et on se demande
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si les éléments de X,-cusp le sont aussi; ceci revient & vérifier que le
degré de ramification p de H,, est un invariant topologique pour les
feuilletages de T,-cusp. Les groupes H), sont topologiquement rigides
mais on n’a pas dans le cas topologique de dualité entre conjugaison des
feuilletages et conjugaison des groupes d’holonomie projective. Cepen-
dant on obtient la rigidité topologique pour les familles & un parametre:
soit s — F,, une famille d’élements de ¥ a type topologique con-
stant dépendant analytiquement de s € [0,1]; si Fy, € Z-cusp, alors
Fuy 7 Fuy (IV-2).

I. Sous-groupes résolubles de Diff (C, 0)
Soit ]5@(@, 0) le groupe des germes de difféomorphismes formels de C, 0:

Diff(C, 0) = {h € C[[z]); h(0) = 0 et h'(0) # 0}.

On dit que deux sous-groupes Hy et Hi de Diff(C, 0) sont formellement
conjugués et 'on note Hy for Hi ¢'il existe g € Iﬁ(@,o) tel que Hy =
g"H1. Quand la classe formelle d’un sous-groupe H de Diff(C, 0) coincide
avec sa classe analytique, H est dit formellement rigide.

Rappelons qu'un groupe H est résoluble si la suite dérivée Hy D
Hy > ... D> Hp D ... définie par Hy = H et pour n > 0, H,y1 =
[Hy, Hy) est finie, c’est-a-dire H, est trivial pour un n > 0. En partic-
ulier, lorsque Hg est trivial, on dit que H est métabélien.

Exemple I-0. Le sous-groupe Hi = {az/(1 + bx); a € C*, b € C} de
Diff(C, 0) est métabélien. Plus généralement, toute ramification H,, =
{az/(1 + bxP)L/P; a € C*, b € C} de Hy par £ — zP est encore
métabélienne (p € N*).

Proposition I-1. Soit H un sous-groupe résoluble mnon abélien de
Diff(C,0). Alors H est métabélien et formellement conjugué a un sous-
groupe de ‘H, pour un entier p € N* unique.

Ce résultat est énoncé a la fin de [C,M]. Nous proposons ici une
démonstration; le lecteurs pourra trouver d’autres preuves dans [NJ,
[E,L,S,V] ou [L]; enfin, un analogue réel a récemment été montré dans
[G].
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Rappelons que tout élément tangent a 'identité de Diff(C, 0) s’écrit
dans une bonne coordonnée formelle exp(tXp ) ou t € C et X, 5 est
le champs [$p+1/(1 + )\xp)]% avec A € C et p € N*. Par exemple, les
éléments de H,, s'écrivent a - exp(tXp0), a € C*, t € C.

Pour démontrer la proposition, on a besoin du:

Lemme [C,M]. Soient g un élément de Diff(C,0) et p € C*. Alors
g exp(t- Xp ) =exp(t-pu- Xpa) si et seulement si on est dans l'une ou
lautre des situations suivantes: '
(i) p=1et g=a-exp(sXp)) ot s €C et a racine piéme de 1,
(it) p#1, A=0 et g=a-exp(sX,q) ou s € C et a racine piéme de p.
Preuve de la proposition I-1. On note H; C ... C H1 C Hy = H la
suite dérivée, Hg abélien non trivial et d > 1. Soit h # Id¢ o un élément
de Hy; il est tangent a l'identité et s’écrit h = exp(t,Xp,2) pour un bon
choix de coordonnée formelle, t;, # 0.

Si g € H commute avec h, d’apres le lemme,

- e2i7rk/p .

g exp(tgXp 2)-

En particulier, Hy = exp(AX,, ») out A est un sous-groupe additif de C.

Remarquons que si tous les éléments de Hy_1 commutaient a h,
d’aprés le lemme, Hg_q serait abélien, ce que l'on a exclu. Soit g €
Hy 1\Hjy tel que g_lhg = hgh pour un hg € H, non trivial; on a:

g" exp(th Xp ) = exp((th + t9)Xp,a) OU to = th, € A.

D’aprés le lemme, A = 0 et g = a - exp(tX, ) avec a? =1+ ty/tn. En
particulier, a # 1 et d = 1. Visiblement, H est un sous-groupe de H,
dans cette coordonnée formelle. O

Nous allons voir que, dans la plupart des cas, la conjugaison de la
proposition I-1 est en fait analytique:

Théoréme I-2 ([C,M]). Un sous-groupe H non abélien de Diff(C,0) est
rigide si et seulement si le sous-groupe des éléments de H 'tangents a

lidentité n’est pas monogéne (i.e. cyclique).

Exemple I-3. On note H-cusp l’ensemble des sous-groupes H de
Diff(C, 0) engendrés par deux éléments hi et hg de Diff(C,0) d’ordre
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3 et 2 respectivement:

H =(h1,ha), h1, hg € Diff(C,0),h3 = h} =Ideo avec hi,hg # Idgg .

Lemme. Un élément H = (h1, ha) de H-cusp est résoluble si et seule-

ment si (hy o hg)® = Idep-

" Ce lemme a été montré indépendemment dans [E,LS,V].

Preuve. Le groupe H est résoluble si et seulement s’il est métabélien. On

vérifie que le premier groupe dérivé H; est engendré par les

[T, k3], n,m € Z; par suite, Hy est engendré par [hy, ho] et [h2, hol.

Donc H est métabélien si et seulement si [[h1, hol, [h%, ho]] est trivial,

c’est-a~dire (hy o hg)® = Idgg. O
Soit H un élément de H-cusp résoluble; deux cas se présentent:

1) H est abélien; H est alors fini et donc linéarisable i.e. analytique-
ment conjugué au groupe engendré par la rotation d’angle 27 /6: H
(e2im/6 _ g,

2) H n’est pas abélien; dans ce cas, H est formellement conjugué & un
sous-groupe de Hp:

H fer (jx/(l+b1xp)1/p, —x/(l+b2xp)1/p> pour un p € N, by, by € C;

dans cette coordonnée, on vérifie que
{ h3 = h2 = dgg { p n’est multiple ni de 2 ni de 3
[h1, ha] # Ideo bi/(1 = (=1)P) # b2/ (1 — 57);
dans ces conditions, quitte & conjuguer ce groupe par un élément
adéquat de H,, on obtient:
H'Z H,, = (jo,~x/(1+")P),j = 27/3,
Un calcul simple montre que le premier groupe dérivé [Hop s Hopl
n’est pas monogene:

HY H,, pour un p non multiple de 2 ou de 3.

On note H,-cusp le sous-ensemble des groupes résolubles non abé-
liens de H-cusp. Le degré de ramification p détermine la classe analy-
tique de H € H,-cusp, ainsi que sa classe topologique d’apres le:
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Lemme. Les éléments de H,-cusp sont topologiquement rigides.

Preuve. Soit H un sous-groupe de Diff(C, 0) topologiquement conjugué
& Hup, par or9*H = Hyp . Ainsi;, H = (hy,ho) avec jz = @*h; et
—z/(1 + zP0o)/Po = o*hy. On a h‘;’ = h% = (h1hg)8 = Idco et par suite
H € H,-cusp: H est analytiquement conjugué & un des groupes H,,,.
Comme [hq, ho] est topologiquement conjugué & [jz, —z/(1 + :cPO)l/pO],
d’apres Camacho [C], p = pp. O

Notons H,-cusp / * (resp. H,-cusp / t%)') le quotient de H,-cusp
par la relation d’équivalence induite par les conjugaisons analytiques
(resp. topologiques). On peut résumer tout ce qui précede par:

Proposition I4. H.-cusp / = Hp-cusp / " Une famille de représen-
tants est donnée par: H,, = (jz,—z/(1+ )M/P) o1 p € N\(2N U 3N).

II. Courbes généralisées non dicritiques attachées a un cusp

Rappelons que F,, € ¥ se désingularise par un morphisme [[:M p —
C,20 obtenu par composition d’'un nombre fini d’éclatements ponctuels
(IM,M]), ot D désigne le diviseur exceptionnel: D = H_I(O). On note

F., Iéclaté strict de F,.

Définition II-1. Un élément F,, de ¥ est appelé courbe généralisée non
dicritique si apres désingularisation de F,,

(i) chaque composante du diviseur exceptionnel est une feuille de :7}(,,;
(ii) toute singularité de F., a deux valeurs propres non nulles.

Cette notion a été introduite dans [C,L,S| et vient généraliser les
fibrations de Milnor; on trouve notamment dans le méme article les
propriétés suivantes. Le procédé de désingularisation de F,, est le méme
que celui de ses séparatrices (qui sont en nombre fini). L’ordre de w est
le méme que celui de la fibration de Milnor associée aux séparatrices de
Fo: st fi,..., fn sont les équations réduites des séparatrices alors

Ord(w) = Ord(d(fi - .- fo)) = (O_ Ord(f;)) — 1.
j=1

Si un élément F,, de X est topologiquement conjugué a une courbe
généralisée non dicritique F,,, Fu, est aussi une courbe généralisée non
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dicritique et ’homéomorphisme de conjugaison échange les séparatrices
de F,, avec celles de F,, .

Nous allons donner une bréve description des courbes généralisées
(non dicritiques) ayant le cusp comme unique séparatrice. Pour cela, on
introduit. ’ensemble Y-cusp des éléments de 3 analytiquement conjugués
aux feuilletages F,, définis par w = d(y? + z3) + g(z, y)(3ydz — 2zdy) ol
g € 09, ¢g(0,0) = 0. Par exemple, lorsque g = 0, on retrouve la fibration
de Milnor du cusp.

Le feuilletage F,, € %-cusp se désingularise apres trois éclatements
ponctuels y = tiz, = t1ty et 11 = tots:

c

Figure 1

Le diviseur exceptionnel est I'union de trois projectifs P;, P et Pj.
Dans la carte (¢9,t3), I’éclaté strict F,, est défini par la forme:

. 1
& = (6 + 6t3)tadty + [3 + 4t3 — t—g(t%, t3)]todts.
2

Le feuilletage F., a trois singularités: m; = PPN P3, mo = PPN P3 et
mz =CNP;ouC: {ta+1 = 0} est le transformé strict par [[: M,p — C,20
du cusp C: {y2 + 3 = 0}. Le feuilletage F., est défini au voisinage de
ces points par des 1-formes dont le 1-jet s’écrit respectivement:

3T5dt1 + t1dT3, 2t3dts + todts et 6(t3 + 1)dtg + tod(t3 + 1).
Ainsi F,, est une courbe généralisée non dicritique et, comme on I’a dit
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plus haut, a méme désingularisation que son unique séparatrice, le cusp
C: {y? + 23 = 0}.

Proposition II-2. L’ensemble X-cusp est stable par conjugaisons topolo-
giques: si F, € X est topologiquement conjugué a un élément F, de
X-cusp, alors F,, € X-cusp. De plus, ¥-cusp est exactement [’ensemble
des courbes généralisées non dicritiques ayant un cusp comme unique
séparatrice.

Preuve. Comme F,,, est une courbe généralisée non dicritique, il en est
de méme de F,,, [C,L,S]. De plus, 7, posseéde une unique séparatrice Cy
topologiquement conjuguée au cusp Cy. Comme celui-ci est topologique-
ment rigide ([Ce,S], p. 231), quitte & faire un changement de coor-
données analytiques, C7 a pour équation y? + 23 = 0. Un calcul simple

3

montre qu'un feuilletage admettant le cusp C: {y2 + z° = 0} comme

séparatrice peut étre représenté par:
w1 = fi(z,y) - d@* +2%) + g1(,y)(Bydz — 2edy) 1,91 € Oa.

Si g1 était une unité, F,, serait linéarisable et dicritique, par suite,
91(0,0) = 0 et comme F,, est une courbe généralisée wy est d’ordre
1 = Ord(d(y? + %)) et fi est une unité. O

III. Holonomie projective d’un élément de X-cusp

Le projectif P privé des trois singularités my, mg et m3 est une feuille-
de F,,. On appellera holonomie projective son groupe d’holonomie H,,

calculé sur une transversale, par exemple {t3 = constante}. C’est un

sous-groupe de Diff(C,0) qui n’est bien défini qu’a conjugaison analy-

tique pres. Si by (resp. hg) désigne 1’holonomie du germe de P3 en my

(resp. en myg), on a Hy, = (hi, ha).

Lemme III-1. H, € H-cusp.

Preuve. Comme P;\{m;} est une feuille simplement connexe de .A7:_w, son
holonomie est triviale. D’aprés Mattéi et Moussu [M,M], le feuilletage
est linéarisable au voisinage de mj: il est défini par 3T3dt} + t1dT3
dans un bon systeme de coordonnées locales et h‘;' =Id¢p. De la méme

maniére, on montre que h% =1Id¢co. O

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 25, N. 1, 1994



CLASSIFICATION DE CERTAINS FEUILLETAGES ASSOCIES A UN CUSP 101

L’holonomie projective nous fournit une application ¥-cusp / T
H-cusp / % D’aprés Cerveau et Moussu [C,M] cette fleche est injective.
Elle est surjective d’aprés Lins Neto [LN]. On a une bijection canonique
S-cusp / ~ "5 H-cusp / L.

Par exemple, dire que H, est abélien, H, ~ (62”/ 6. x), clest
encore dire que F, est la fibration de Milnor du cusp (définie par
d(y2 + z3) dans une bonne coordonnée). On dit encore que F, admet
y? + 23 comme intégrale premitre et un tel feuilletage est topologique-
ment rigide. On note X,.-cusp le sous-ensemble de X-cusp dont les
éléments sont & holonomie projective résoluble non abélienne:

Y,-cusp = {F,, € Z-cusp; H,, € H,-cusp}.
On récupere la bijection canonique: Ep-cusp / %'~ H,-cusp / L.
Théoréme II1-2. Soit F,, € T,-cusp. Alors H,, Hy, = (—z,jz /(1 +
zP)1/P) p e N\(2N U 3N), si et seulement si F,, © Fups OU

wp = d(y2 + a:3) + (y2 + m3)”(3ydm — 2zdy)
stp=6n-—1, et

2,3 2, 3\ _
wp =d(y” +z°) + z(y° + z°)" Bydzr — 2zdy),

sip==6n+1.

Preuve. Soient n € N* et p = 6n — 1. Dans la carte (fo,%3), F,

Wen- 1 est

défini par:
(6 + 6t3)tadts + [3+ 4tz — t57 L (13" 4 t4™)]tadts.

Cette forme est le “pull-back” par la ramification t9 +—— tg”_l de
I’équation de Ricatti:

(1+ t3)t3dto + [3 + At — to(t3" + t37)]tadts.

6n —1
Ainsi ’holonomie de [tg = 0] avant ramification est un groupe d’homo-
graphies et H,,, , est un sous-groupe de Hg,_1. Il reste & vérifier que
H‘“Sn—l 6n—1

premiere holomorphe. En ramifiant wg,_1 par (z,y) — (a:2,y3) on
obtient

n’est pas abélien, c’est-a-dire que F,, n’admet pas d’intégrale

d(y® + %) + 6(y5 + z%)"zy? (ydx — zdy)
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qui admet une intégrale premiere si et seulement si elle définit le méme
feuilletage que d(y® + 28) + (8 + 26)dW od W est une unité de Oy. Si
on cherche a résoudre formellement en W

[d(y® + 25) +6(3® + 2) "z (yde — zdy)) A [d(y8 + 20) + (8 + 28)dW] = 0

c’est-a-dire

5 OW 5 OW 6 6w 2 ( ow 8W>
o — I — +z7)T 1 — -y ] =0,
- By (y ) tzy I yay
on trouve une obstruction pour la composante homogeéne d’ordre 6n — 1
de W (voir détail des calculs dans [L]). La preuve est la méme pour
p=6n+1. 0O
Le lemme suivant va nous permettre de caractériser topologiquement

les éléments de X,-cusp:

Lemme OI-3. Soit F, € S-cusp. Alors H,, est résoluble si et seulement
s1 Iholonomie du cusp C: {y? + 3 = 0} est triviale.

Preuve. L’holonomie du germe de P3 en mg est représentée par hy o hg.
Le groupe H,, est résoluble si et seulement si hj o hy est périodique (I-3,
ITI-1). D’aprés Mattéi et Moussu [M,M], le feuilletage est linéarisable
au voisinage de mg: il est défini par 6t3dt5 + t5dts dans un bon systéme
de coordonnées locales (IT) et C n’a pas d’holonomie. O

Théoréme ITI4. L’ensemble %,.-cusp est stable par conjugaisons topolo-
giques: si F,, € X est topologiquement conjugué a un élément F,, € Xy-
cusp, alors F,, € Xp-cusp.

Preuve. Soit  un homéomorphisme qui envoie les feuilles de F,, sur
celles de F,,. D’apres (II-2), F,, € Y-cusp: on peut supposer sans
perte de généralité que

w1 = d(y? + %) + g1(2, y)(3ydz — 2xdy),  ¢1(0,0) = 0.

En particulier, ¢ laisse invariant le cusp C:{y? + 3 = 0} et va in-
duire une conjugaison topologique entre ’holonomie du cusp en tant
que séparatrice de F,,, et ’holonomie du cusp en tant que séparatrice
de F,,. D’aprés (III-3), H,, est résoluble; si H,, était abélien, 7,
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et F,, seraient topologiquement et donc analytiquement conjugués a la
fibration de Milnor, ce que I'on a exclu: H,,, € %,-cusp. 0

En fait, on a mieux:

Proposition III-5. Soient F,,, € ¥ et F,,, € Ly-cusp. On suppose qu’une
feuille de F.,, est envoyée sur une feuille de F,, autre que le cusp par un
germe d’homéomorphisme @ de (CZO. Alors siwy est d’ordre 1, Fu, € Bp-

Cusp.

Preuve. Soit Ly une feuille de F,, autre que la séparatrice Cy. On a
Ly = LoUCy; en effet, toute (pseudo-)orbite du groupe d’holonomie pro-
jective (IIT) adhere & 0: il s’en suit que Ly adhére au cusp Cp; le méme
argument nous dit que Lg U Cp est fermé (pour plus de détails, voir
[L]). Maintenant, soit L; la feuille de F,,, envoyée sur Lg. Alors L1\L;
est une union de feuilles homéomorphes & Cy = Lo\ Lg: L1\L1 est une
séparatrice analytiquement conjuguée au cusp C: {y? + 2% = 0} (rigidité
topologique du cusp). Remarquons que F,,, n’est pas linéarisable dicri-
tique: L) n’est pas fermée. En reprenant le raisonnement de la preuve
précédente (II-2) on montre que F,, € S-cusp.

Comme I'holonomie du cusp Cy est triviale, la feuille Lg revét triv-
ialement Cyp (i.e. sans monodromie) et dehors d’un voisinage de 0; il
en est de méme pour Lj et C7; par suite I’holonomie du cusp Cj est
triviale: F,, € ¥,-cusp. O

Question 1. Les éléments de X,-cusp sont-ils topologiquement rigides?

D’apres I11-2 et III-4, c’est le cas si et seulement si le degré de ram-
ification p de I’holonomie projective est un invariant topologique pour
les éléments de X,-cusp. La proposition I-4 nous ameéne & la:

Question 2. La conjugaison topologique entre deux éléments de X,-cusp
entraine-telle celle de leurs holonomies projectives ([Ce,S])?

Ce genre de probleme reste actuellement ouvert, et c’est pour cela
que l'on est amené & utiliser des familles a type topologique constant.

IV. Familles a type topologique constant

Définition IV-1. Une famille (F,,) d’élements de ¥, s € [0, 1], est dite &
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type topologique constant s’il existe une famille (ps) de germes
d’homéomorphisme de 0,20 telle que:
(i) pour tout s, @, conjugue Fi; & Fuy;
(ii) (s,z,y) — @s(z,y) est définie continue sur [0, 1] x C?O;
(iif) wo =idez.
Théoréme IV-2. Soit (F,,) une famille d’éléments de ¥ a type topolo-
gique constant définie par une famille (ws) d’élements de Q% dépendant
analytiquement de s € [0,1]. Si Fu, € Xr-cusp, alors (Fo) est a type
analytique constant: pour tout s, F,, £Y Fug- :
Preuve. Soit p(s) le degré de ramification de H,, D’aprés (i), F,, € -
cusp; sa classe analytique est déterminée par p(s). Le lemme suivant
nous permet de conclure.

Lemme. L’application [0,1] — N; s — p(s) est constante.

Preuve. 1¢7¢ étape. L’application s —— p(s) est semi-continue supé-
rieurement. Les coefficients du développement en série de w;s, et donc
des éléments de H,, dépendent analytiquement de s: par exemple,

hs(z) = [Py 5, hos)(@) = © + a1(s)z* + az(s)z® + . .

ou s —— a;(s) est continue pour tout 57 > 1. Si sg € [0,1], p(sg) est
défini par:

a1(sg) =...= ap(so)—l(SO) =0et a’p(so)(SO) # 0.
Ainsi, a

p(so
pour s proche de sg.

) reste non nul au voisinage de sg; par suite, p(s) < p(sg)

géme étape. L’application s — p(s) est semi-continue inférieurement.
Supposons le contraire (par exemple au point s = 0). Considérons hs =
z+ai(s)-z’+ag(s)-x3+... avecay(0) =... = p(0)-1(0) =0 et ap(o)(O) *
0; il existe un entier ¢ < p(0) tel que 0 adheére & p~1(g). Choisissons le
plus petit ¢ vérifiant ceci: il existe sg €]0,1] tel que, pour sg €]0, sgl,
a1(s) = ... =ap_1(8) = 0 et aq(s) # 0. On se place sur un disque D(0,¢)
sur lequel h, est bien défini pour tout s € [0, sg]. La fonction hg — Id
a un zéro d’ordre p(0) + 1 a lorigine. Quitte & diminuer sg, hs — Id
admet encore p(0) + 1 racines dans D(0,¢) pour s € [0, so[ (théoréme de
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Rouché). En particulier, hs — Id admet au moins une racine z, autre
que l'origine dans D(0,¢), zs dépendant analytiquement de s € [0, sq],
zg = 0. Comme hy(z;) = x5, il existe un cycle v passant par ce point
et contenu dans une feuille de F,;. Remarquons que le germe en z; de
hs—1Id ne peut étre nul; par suite le lacet 5 a une holonomie non triviale
pour Fy,. On considére maintenant le cycle ps(vs) de Fu,. Quitte &
le pousser par une homotopie dans la feuille qui le contient, ps(7ys) se
projette sur le projectif suivant la fibration {t3 = constante}. Par suite,
©0s(7s) est le relevé d'un lacet de P3\{m1,mo, m3} et correspond & un
point fixe 75 d’un élément non trivial de H,,. Comme ¢, tend vers
I'identité quand s — 0, le lacet @4(7y;) tend vers 0 € C? quand s — 0.
Par suite, ys tend vers 0 € D(0,¢) quand s — 0. En particulier, ys n’est
pas constant et dépend continiiment de s. On obtient ainsi une infinité
non dénombrable de tels points fixes. Ceci n’est pas possible, car H,,
est dénombrable et chacun de ses éléments autre que I'identité possede
un nombre fini de points fixes dans D(0,¢). OO

Notations
¥, w, Fo 0
H, 0, III
H1, Hp . I
‘H-cusp, Hr-cusp 1-3
H, 13, T11-2
Y-cusp 1I-1
3-cusp I11-1
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